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1.   Identificación  

	Área:
        Matemáticas
	Asignatura:          Pensamiento logico
	Grado:   Sexto

	Periodo:   1, 2 y 3
	Fecha:

	Docente:   Luis Lozada Ruiz
	

	Estudiante:


“No hay rama de la matemática, por abstracta que sea que no pueda aplicarse algún día a los fenómenos del mundo real”
Actividad 1
LOS SÓLIDOS PITAGÓRICOS
OBJETIVOS:
· Análisis de material manipulativos y elaboración de modelos sin precisar la orientación del profesor.

· Disfrute y entusiasmo con las construcciones geométricas.
· Integrar los conocimientos adquiridos en el desarrollo "normal" del curso, en la aplicación, construcción y análisis de los sólidos pitagóricos.
MATERIALES:

Los materiales que se van a usar son:

· Lápiz
· Borrador

· Escuadras

· Colbón

· Tijeras o bisturí

El equipo necesario es:

· Fotocopias

· Cartulina
TEMAS:

· Introducción.
· Nombres y características de los sólidos pitagóricos.
· Construcción de modelos en cartulina de los sólidos pitagóricos.
PROCEDIMIENTO:

Los poliedros son las figuras geométricas tridimensionales hermosas que han fascinado a filósofos, a matemáticos y a artistas por milenios.
De los cuerpos que se estudian en Geometría, los más interesantes por su historia y propiedades —después de la esfera— son los sólidos pitagóricos.  Estos cuerpos son cinco.  En el cuadro siguiente se presentan sus nombres y características.

	POLIEDRO REGULAR
	ARISTAS
	VÉRTICES
	CARAS

	Hexaedro
	12
	8
	6

	Tetraedro
	6
	4
	4

	Dodecaedro
	30
	20
	12

	Icosaedro
	30
	12
	20

	Octaedro
	12
	6
	8


A continuación te damos indicaciones de cómo construirlos.  Sólo necesitas dibujar el modelo sobre cartulina, recortar las figuras, doblar la cartulina por las líneas y pegar los trapecios a las caras adyacentes con colbón.

Después de que tengas las cinco figuras, mira nuevamente la tabla, analiza las características allí mencionadas, compáralas con tus sólidos e identifica cada uno de ellos.  ¡Es muy divertido!
[image: image13.png]


[image: image14.png]


[image: image2.png]o






[image: image3.png]




[image: image4]
[image: image15.png]


[image: image16.emf][image: image5.png]



[image: image6.png]



[image: image17.png]


[image: image7.png]



                                                          Actividad No. 2
Construcciones geométricas doblando papel

1. Línea que pasa por un punto: Marcamos un punto sobre el papel, preferiblemente por los dos lados. Doblamos la hoja y sin apretar la hacemos resbalar  sobre sí misma  hasta que en el borde del insinuado doblez vemos a parecer el punto predibujado. Entonces marcamos con cuidado el doblez manteniendo el punto en éste.

2. Línea que pasa por dos puntos: Se trata de conseguir que el doblez pase simultáneamente por dos puntos previamente marcados. No es un ejercicio fácil si la línea no tiene otra condición y no importa cuando sea necesario hacer trampa. Con un lápiz unir los dos puntos, repasar la línea con objeto agudo no cortante, y doblar por el segmento marcado.

3. Línea perpendicular a una dada: Doblamos el papel por la línea dada y hacemos un nuevo doblez que lleve dicha línea sobre ella misma. La superposición de cuatro ángulos que al desdoblar conforman un ángulo de 360º confirma el hecho de la perpendicularidad.

4. Línea perpendicular que pasa por un punto: En el caso anterior, antes de marcar el último doblez hacemos resbalar la primera línea sobre ella misma hasta que veamos aparecer el punto en el insinuado nuevo doblez. Entonces, manteniendo la línea sobre ella misma a modo de carril, apretamos manteniendo el punto en el doblez.

5. Línea paralela a una dada: Perpendicular a una perpendicular.

6. Línea paralela a una dada que pasa por un punto: La segunda perpendicular se hace pasar por el punto.

7. Mediatriz y punto medio de un segmento: Se hacen coincidir en el doblez los extremos del segmento, con lo que éste se dobla sobre sí mismo teniéndose una perpendicular.

8. Figura simétrica (punto simétrico, línea simétrica) respecto de otra respecto de una línea: Se dobla el papel por la línea dada y la figura descansa sobre su simétrica.

9. Bisectriz de un ángulo: Se dobla el papel de forma que coincidan las líneas que forman el ángulo. (Tanto bisectrices como mediatrices son de fácil construcción).  
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Movimiento de compás: Al doblar la hoja por un doblez que pasa por O  cualquier punto A se corresponde en la hoja con otro punto A’  de forma que OA = OA’, lo que  puede ser leído como un giro de A con centro en O.

Diferencias entre la geometría de regla y compás y la de doblado de papel.

El compás permite una construcción sin agujeros de circunferencias que el papel no permite, no teniendo esta última geometría la posibilidad de corte de circunferencias con líneas y circunferencias. Por otro lado la geometría doblando papel  permite la operación “ajuste” que no siempre es posible en la de regla y compás. Así doblando hacia atrás y hacia delante, y ajustando, es posible trisecar un ángulo, o incluso dividirlo en cinco partes, …

Construcción del triángulo equilátero doblando papel a partir de una hoja Dina 4
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1.  Doblando, traza la paralela media en el sentido largo del rectángulo.

2.  Con un doblez que pase por B  lleva A sobre la paralela media.
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                                                                           D

                                                                          C  
3. Sin desdoblar la figura anterior, con un nuevo doblez, prolonga el lado más corto        del triángulo.   
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                                                       ¿Dónde ha ido a parar el punto D?
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4.   ¿Qué ángulo forma BA´ con  EF ? ¿Por qué?. ¿Qué es  BA´  en el triángulo  EBF.
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 ¿Qué es  A´ en el segmento  EF ?  ¿Por qué?.
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¿Qué es también BA´  en el triángulo EBF?
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Por ser   BA´  esas dos cosas el triángulo             EBF es  …………..  con base  EF
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Por ello los ángulos  EBA´  y   FBA´  son     ……………………

Pero el ángulo  EBF por doblado  (vuelve al apartado 2.) es igual al  AB...
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Luego los tres ángulos son iguales y suman  ……
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Así  EBF es un ángulo de  …….   y por ser isósceles el EBF sobre EF tenemos que    BEF  y  BFE   miden también  ……           Luego EBF es un triángulo  ………….. 

5. El ejercicio de obtener un triángulo equilátero lo hemos hecho sobre una hoja Dina 4. ¿Hay algún problema si se intenta hacer sobre un papel rectangular cualquiera?

6. Fíjate de nuevo en la figura 2. ¿Ves que podemos considerar en ella otro triángulo equilátero de igual lado que el menor del rectángulo?

7. Con una argumentación parecida a como lo hicimos antes demuestra que efectivamente es equilátero. ¿Se puede construir este segundo triángulo equilátero a partir de un papel rectangular cualquiera? 

Construcción directa del hexágono regular a partir de un rectángulo
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 Vamos a usar una construcción análoga a la anterior.

Doblando el rectángulo trazamos la paralela media en sentido largo y las dos paralelas medias intermedias. A continuación hacemos los dobleces que se indican.  

Ya tenemos el patrón para acabar la construcción. Continuamos líneas doblando:
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De nuevo continuamos líneas doblando y desdoblamos habiendo obtenido nuestro hexágono regular.
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De nuevo para que la figura entre completa hace falta que haya una relación de medidas entre los lados del rectángulo. ¿Cuáles? Sí cabe en una hoja DINA 4.

Triángulos isósceles  inscritos en una hoja rectangular compartiendo dos vértices contiguos del rectángulo. El tamaño Dina 4.

1. Las soluciones más fáciles:
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D                                                             C

A                                                             B

       Trázalas doblando. Por supuesto hay otras dos simétricas a las anteriores. Las cuatro definen en el centro del rectángulo un cuadrilátero que es un  …………… ¿Cuál es su área comparándolo con el rectángulo de partida?
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2. Buscamos ahora triángulos isósceles inscritos en el rectángulo, compartiendo dos vértices contiguos, pero que no sean las anteriores, es decir que el lado desigual no sea un lado del rectángulo. 

Se trata de hallar dos puntos  N  y  P  en el lado  CD  tales que  AND  y   ABP  sean triángulos isósceles. Son dos problemas distintos. Supón el problema resuelto.
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       A                                                          B

 ¿Cómo resolver el problema doblando papel? Hallar N sigue siendo fácil, puesto que al hacerlo hay coincidencia de lados (es trazar una bisectriz). Es un plegado que se usa para la construcción de cuadrados a partir de rectángulos. Hallar P es un movimiento puro de compás. Con un doblez que pase por A hay que hacer que B caiga en  DC. 

3.  Usando simetrías ¿cuántas soluciones tenemos para N? ¿Y para P? Hállalas todas.

4. Si has usado una hoja Dina 4 habrás notado algo. ¿Verdad que en esas hojas es fácil calcular los puntos  P? 

Para algunos ejercicios nos interesa trabajar con un triángulo que sea acutángulo y escaleno. Para ello si usas una hoja Dina 4,  puedes tomar un triángulo de vértices  A, B, y el tercero sobre el lado opuesto que no sea ni  C, ni D, ni  N, ni P. 

Comprobación doblando papel de la suma de los ángulos de un triángulo. Área del triángulo.

1. Recorta un triángulo cualquiera. Apóyalo sobre el lado más largo. Doblando traza una altura sobre ese lado. 
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                                               b

             A               T                                                    C                  

2. Doblando lleva  B  sobre  T.   

[image: image64.png]
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        A            T-B                                                   C       

3. Lleva también   A  y  C  sobre  T .
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                   T-B-A-C  

4. Los tres ángulos dibujados forman un ángulo  …………., es decir suman    ………

    Pero esos ángulos son los ángulos del triángulo de partida. Los ángulos de un                 triángulo suman  ………….

5. El área del triángulo es el  …………. de la del rectángulo 

      El segmento   MN   mide  la  ………..   de la base BC.

       La altura del rectángulo final es la  ……….. de la altura del triángulo   ABC.

       Luego el área del triángulo es  
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  es decir simplificando un dos:  

                                        Área del triángulo =   
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Trazado del incentro doblando papel. Igualdad de la distancia del incentro a los lados.

1. Recorta un triángulo cualquiera.

2. Traza doblando sus bisectrices (une de dos en dos los lados que forman los distintos ángulos). Observa que las tres líneas se cortan en un punto (tiene que salir bastante bien ya que el trazado de bisectrices doblando es fácil). Marca por las dos caras del papel ese punto y nómbralo con la letra I.  I recibe el nombre de incentro del triángulo.

3. Ahora vamos a trazar segmentos perpendiculares desde  I  a los lados. Hacemos resbalar un lado sobre él mismo doblando el papel, aplastando sin marcar hasta que vemos aparecer en el doblez el punto I. Sin perder la guía del lado marcamos el doblez desde  I  hasta el lado. Repetimos la operación en los otros lados.

4. ¡Ahora un doblez hábil!. Doblando los segmentos  IA,  IB e  IC en forma de colina (hacia fuera) y los segmentos  IJ, IK  e  IL  en forma de valle (hacia dentro), conseguimos juntar estos tres últimos segmentos, lo que prueba que son iguales.



Trazado del circuncentro doblando papel. Igualdad de la distancia a los vértices.

1. Recorta un triángulo acutángulo escaleno y traza sus mediatrices doblando papel (haz coincidir de dos en dos sus vértices). Comprueba que las tres se cortan en un punto que notaremos con la letra F y que llamamos circuncentro.

2. Con un lápiz traza los segmentos  AF,  BF  y  CF.

3. Doblando en forma de valle  por FM,  FN  y  FP   y en forma de colina por  AF, BF y FC   obtendrás una estrella de tres punta que es posible cerrar juntando los tres brazos, comprobando que los segmentos AF, BF Y CF son iguales. Por ello F es el centro de una circunferencia que pasa por  ………………………………………, la circunferencia circunscrita al triángulo. 

(*) Para conseguir un plegado sin problemas de entre los triángulos FAB,  FBC y FCA el de mayor ángulo en F  debe ser el que se cierre abarcando a los otros dos.

4.  La figura plegada nos muestra los ángulos  M, N  y  P que son   ………. Por tanto miran al lado común bajo un ángulo de   ……..  y así  M, N  y  P en esa figura plegada están en una circunferencia de centro   ……………………   y radio  ………………….

El plegado nos advierte también de la igualdad de ángulos tanto en F como en los vértices. Localiza esos ángulos iguales en el triángulo  ABC.

Duplicación del número de lados de un polígono regular 

Veamos como obtener mediante plegado un octógono regular a partir de un cuadrado. Partimos de un cuadrado que podemos haber obtenido a partir de una hoja rectangular:

Doblando trazamos los ejes de simetría del cuadrado. Una vez hecho esto, doblamos haciendo coincidir dos ejes consecutivos:

Sin desdoblar la figura, doblamos las cuatro puntas no solapadas y desdoblamos habiendo obtenido un octógono regular:

La duplicación de lados es siempre posible tanto con compás como con plegado. Fijémonos un momento en el triángulo equilátero:

El hexágono regular a partir de un triángulo equilátero se puede hallar siguiendo el método anterior de duplicación, o más rápidamente localizando su centro (¿cómo?) y después doblando las puntas hacia él:

La figura resultante está formada por un hexágono regular y tres triángulos equiláteros de igual lado que el hexágono. Si cuatro de vosotros juntáis cuatro piezas de éstas, podréis formar el tetraedro truncado, poliedro formado por cuatro hexágonos regulares y cuatro triángulos equiláteros pudiendo usar el exceso de triángulos para unir con pegamento las piezas.

                                         Tetraedro truncado

 También cuando construimos el octógono obtuvimos un octógono y cuatro triángulos, pero éstos eran rectángulos. Se pueden pegar seis de esas piezas para obtener el cubo truncado, formado por seis octógonos y ocho triángulos, por lo que podemos pegar los triángulos de tres en tres pero no enteramente uno encima de otro sino dando forma equilátera al aglomerado.

    

                   Forma de pegar los tres triángulos              
                   rectángulos 


                   cubo truncado                                       

Ejercítate en la duplicación. Parte de un hexágono regular y obtén un dodecágono regular. 

También se pueden usar los triángulos para pegar los octógonos y dejar los equiláteros como caras huecas. Si lo hacemos con las piezas hexagonales podremos construir el octaedro truncado con 8 hexágonos (las caras huecas serán cuadrados) y el dodecaedro truncado con 20 hexágonos (las caras huecas pentágonos)

Construcción de un tetraedro regular a partir de un sobre cerrado
1. Traza doblando la paralela media larga del sobre.








2. Haz un doblez que pasando por B lleve A a la paralela media y marca en ésta el                      punto donde P cae A.





3. Desdobla el rectángulo y traza doblando la perpendicular a la paralela media que pasa por P. Corta el sobre por esa línea.









4. Traza doblando PA y PB, marcando los dobleces hacia los dos lados.








5. Mete la mano por el lado abierto del sobre (donde está P) y doblando por PA y PB dale la forma de tetraedro.










Construcción del pentágono regular como nudo.
Aunque también podríamos construirlo a partir de un cuadrado, es mucho más simple lograrlo haciendo un nudo simple ajustado.


Para justificar que ajustando se obtiene realmente un pentágono regular veamos las dos siguientes observaciones:
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1. Al doblar una tira rectangular el triángulo solapado  ACB  es isósceles ya que los     
    ángulos señalados en el primer dibujo son iguales y por tanto (al desdoblar) los del 
    segundo. Así:    AC' = BC, pero por doblez también AC' = AC.


                                                                 2. Si doblada ya una vez la tira como antes, la    
                                                                     doblamos otra vez como en la figura de la     
                                                                     izquierda obtenemos que los triángulos isósceles 
                                                                     ACB y  DAC      son iguales. Ello ocurre porque 
                                                                     comparten uno de los lados iguales y además 
                                                                     las alturas sobre ese lado  AC  son en ambos 
                                                                     casos el ancho de la cinta.


                                                                     Al hacer el nudo y ajustar provocamos la 
                                                                     igualdad de los cinco triángulos solapados ACB, 
                                                                     BED,  DAC,  CBE  y  EDA, y por tanto la 
                                                                     igualdad de sus "bases" y la regularidad.

                                                                     (Queremos observar que esta construcción no es 
                                                                     de "regla y compás", ya que el término "ajustar"        
                                                                      no responde a ese esquema). 

Teorema de Morley

Partimos de un triángulo ABC y trazamos doblando las trisectrices de cada ángulo:


 Hacemos un doblez hacia delante (sin marcar todavía) que pase por A, y de forma que veamos aproximadamente iguales el ángulo doblado y el que resta de A. Con el dedo sujetando ese doblez (sin marcar todavía) doblamos hacia atrás el ángulo restante, de forma que veamos un ángulo triple en A, que mediante ajustes conseguiremos que coincidan sus lados y en ese momento marcamos los dobleces.

Repetimos el proceso con B y con C, obteniendo el triángulo con sus trisectrices marcadas.

     




















De las dos trisectrices que salen de cada uno de los vértices de un lado nos fijaremos en la más cercanas a este lado y señalaremos con un punto su intersección. Al final habremos marcado los tres vértices de un triángulo equilátero.

Construcción de un pentágono regular a partir de un cuadrado


Sea E el punto medio de BC.  Tracemos la bisectriz  de BEA.  
Sea G  en EA  tal que EB = EG.




























Tracemos la bisectriz de EAB y sea X en BA tal que AG = AX.  Sea M el punto medio de BX y  N su simétrico respecto a la mediatriz de BA. MN es el lado del pentágono regular que buscamos. Transportemos esa medida.




























Hagamos un doblez que pasando por M lleve N al lado BC y marquemos el punto P.

Sea Q el simétrico de P respecto a la mediatriz de BA. 

Un doblez que pase por P y lleve M a la mediatriz anterior determina el quinto vértice.



Construcción de cónicas a partir de rectas tangentes (como envolventes)

Elipse

(   Coge una  hoja Dina 4 y dibuja dentro una circunferencia grande. Recorta el círculo y marca un punto P un poco más cerca del borde que del centro O. Marca el punto y el centro por los dos lados, para facilitar la visión al doblar.

                                                                           

(  Dobla el círculo de forma que la circunferencia pase por P y desdobla. Repite la operación variando el doblez de forma que vaya girando por los puntos de la circunferencia. Con un lápiz marca esos dobleces y verás como van delimitando una elipse.


( ¿Cuáles son sus focos?¿Cuál su centro? 

(  Si el radio de la circunferencia es  r  y la distancia de  P  a  O es  d, ¿cuál es la distancia focal?, ¿cuánto mide el semieje mayor?. Con esos datos calcula el semieje menor.


(  Para probar que esas rectas definen una elipse fijémonos en un doblez. Marca el punto  P’ que al doblar cae sobre  P y desdobla. Une con bolígrafo P’ con el centro (así OP’ = r) y llama M al punto de intersección de OP’  con la línea marcada por el doblez. ¿Cuánto suma  OM + MP? ( De paso esto demuestra que M es el punto de la elipse y la recta del doblez la tangente en ese punto. ¿Concuerda tu apreciación anterior del semieje mayor con la suma de las distancias de M a los focos?

Hipérbola

( Coge una hoja Dina 4  y, pinchando más o menos en el centro de la hoja, dibuja una circunferencia de unos 5 cm de radio. Separa cortando el círculo, y dejando intacto el resto de la hoja (te recomendamos que dobles el papel pasando por el centro de la circunferencia y recortes por la línea de semicircunferencia). Marca un punto de la hoja agujereada que esté  a unos 2 cm de la circunferencia y a medio camino entre los lados largos de la hoja.


Dobla ahora la circunferencia y hazla pasar por P.


Desdobla y marca el doblez con un lápiz. Haz nuevos dobleces de la misma forma, girando el doblez alrededor de la circunferencia.


Vemos aparecer una hipérbola  (naturalmente los trozos de línea sobre el agujero no los verás)

(  ¿Cuáles son sus focos?¿Cuál su centro? 

( Si el radio de la circunferencia es  r  y la distancia de  P  a  O es  d, ¿cuál es la distancia focal?, ¿cuánto mide el semieje real?. Con esos datos calcula el semieje imaginario..

(  Probemos ahora que esas rectas definen una hipérbola. Recuperemos primero nuestro círculo para poder tener el centro. Fijémonos en un doblez. Marca el punto  P’ que al doblar cae sobre  P y desdobla. Une con bolígrafo P’ con el centro (así OP’ = r) y prolonga la línea hasta cortar a la línea del doblez llamando M al punto de intersección. ¿Cuánto mide MP – MO? Así, ¿cuánto mide el semieje real? ¿Concuerda esto con tu apreciación  anterior? 

Parábola

( Coge una rectangular y a unos 3 cm de uno de los lados menores traza una paralela a éste.     Toma un punto P sobre esa recta más o menos centrado.


Dobla la hoja de forma que el lado señalado pase por el punto P.


Desdobla y marca con lápiz el doblez. Repite y dibuja los dobleces variando el punto de apoyo sobre el lado de un extremo a otro.


Vemos como se va delimitando una parábola.

 ( ¿Cuál es su foco? ¿Cuál su eje? ¿Cuál su vértice?

( Demostremos que efectivamente obtenemos una parábola. Fijémonos en un doblez. Marquemos en el lado el punto P’ que al doblar cae sobre P y desdoblemos.

 

Desde P’ trazamos una paralela al lado hasta cortar al doblez en el punto M. Es claro que la longitud de MP es igual a la de MP`, pero esta última es la distancia de M  al lado.

(Las tres construcciones de esta actividad están basadas en las propiedades ópticas de las cónicas)
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